
ANNEXE

A Bases du connexion-

nisme

Introduction

Dans le but d'obtenir un document accessible �a tout informaticien, sans pr�erequis

particulier, cette annexe introduit quelques notions connexionnistes. L'objectif n'est

pas de faire un cours sur les r�eseaux de neurones arti�ciels, mais de pr�esenter clai-

rement l'indispensable.

A.1 Le neurone formel de McCulloch et Pitts

Le neurone formel est introduit d�es les ann�ees 40 par McCulloch et Pitts [MP43]. Il

s'agit d'une mod�elisation simple du neurone biologique. Le comportement de la cel-

lule simpli��ee peut être d�ecrit en trois points : (i) le neurone re�coit l'in
ux d'autres

cellules nerveuses via les (( dendrites )) ; (ii) l'intensit�e de l'in
ux est pond�er�ee par

les (( poids synaptiques )) ; (iii) la cellule s'active et envoie �a son tour un in
ux sur

(( l'axone )) pour atteindre d'autres cellules.

Fonctionnement

de la cellule
La �gure A.1 pr�esente le fonctionnement de cette cellule. L'in
ux parcourant les den-

drites, ainsi que les poids synaptiques valuant les connexions, sont mod�elis�es par des

variables. On note xi l'in
ux arrivant sur le dendrite i et wi le poids correspondant.

{ Les xi composent (( le vecteur d'entr�ee )) de la cellule : X = (x1; x2; : : : ; xn).

{ Les wi composent (( le vecteur poids )) de la cellule : W = (w1; w2; : : : ; wn).

La nature simul�ee du neurone formel autorise une description algorithmique du Simulation

d'un

neurone

arti�ciels

comportement de la cellule. Un neurone arti�ciel se caract�erise par le type des entr�ees

et de la sortie (qui peuvent être r�eelles), des poids et d'un seuil � , ainsi que par la

nature de sa (( fonction d'activation )), not�ee f .

1. Calcul de la somme pond�er�ee des entr�ees :
Pn

i=1wixi = W tX

2. Calcul de (( la sortie de la cellule )) : s = f(
Pn

i=1 wixi � �)
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Fig. A.1 { Un neurone formel

�A titre d'exemple, un (( automate bool�een �a seuil )) a un vecteur d'entr�ee bool�een,Exemple

sa fonction d'activation est la fonction de Heaviside (not�ee H), et la sortie est donc

�egalement bool�eenne. Les poids et le seuil sont r�eels. L'�equation A.1 d�e�nit cet

automate, les valeurs bool�eennes sont not�ees 0 et 1.

s = H(
nX

i=1

wixi � �) =

(
1 si

Pn
i=1 wixi > �

0 si
Pn

i=1 wixi � �
(A.1)

A.2 Le perceptron de Rosenblatt

Un mod�ele introduit par Rosenblatt, le perceptron [Ros58], prend ses entr�ees dans

l'ensemble des r�eels, mais garde une sortie binaire. La fonction d'activation utilis�ee

par Rosenblatt est la fonction signe.
Interpr�etation

g�eom�etrique
Un perceptron, avec 1 neurone, divise l'espace d'entr�ee IRn en deux (et seulement

deux) sous-espaces s�epar�es par un hyperplan d'�equation :

w1x1 + : : :+ xiwi + : : :+ xnwn � � = 0 (A.2)

Si on se limite �a IR2, il est ais�e d'interpr�eter graphiquement cette �equation : le per-

ceptron divise l'espace d'entr�ee en deux demi-plans. Selon l'intensit�e de l'in
ux en

entr�ee de la cellule, on consid�ere un demi-plan ou l'autre. Le perceptron est donc

capable d'e�ectuer une discrimination de l'espace d'entr�ee en deux classes lin�eaire-

ment s�eparables.

Un cas d'�ecole est l'utilisation d'un perceptron pour simuler des fonctions logiquesFonctions

bool�eennes et

perceptron
bool�eennes telles que le ET, le OU, et le OU exclusif. La table de v�erit�e A.1 rappelle

les sorties d�esir�ees en fonction des entr�ees x1 et x2. Les �gures suivantes repr�esentent

les sorties �a 1 par des petits carr�es ( ) et les sorties �a 0 par de petits ronds ( ).

Des droites de discrimination x1w1+x2w2� � = 0 (droites en pointill�es) sont faciles

�a tracer pour le ET (�gure A.2) et le OU (�gure A.3). On constate ais�ement qu'il

est impossible de discriminer les valeurs de v�erit�e du OU exclusif avec une unique

fronti�ere lin�eaire en restant dans le plan (�gure A.4). La fonction bool�eenne du OU

exclusif d�epasse les capacit�es du perceptron. La limitation est signi�cative car le
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pourcentage de fonctions bool�eennes lin�eairement s�eparables diminue tr�es rapide-

ment si on augmente la dimension de l'espace d'entr�ee.

x1 x2 ET OU OU exclusif

0 0 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 1 0

Tab. A.1 { Table de v�erit�e du ET, du OU, et du OU exclusif
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Fig. A.2 { ET
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Fig. A.3 { OU
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Fig. A.4 { OU exclusif

A.3 Du neurone au r�eseau de neurones

Nous avons vu que la connaissance d'un neurone est stock�ee dans les poids asso- Puissance du

connexion-

nisme
ci�es aux connexions. La puissance du connexionnisme vient de l'interconnexion de

plusieurs neurones en un r�eseau.

Pour nous en convaincre, revenons un instant au perceptron. Une cellule pouvant

simuler les fonctions de base de la logique bool�eenne, il est clair que toute fonction lo-

gique peut être repr�esent�ee par des perceptrons connect�es en cascade (c'est-�a-dire en

couches successives), notamment le OU exclusif. Un tel r�eseau est appel�e un (( per-

ceptron multicouche )), ou encore un r�eseau (( MLP )) (pour Multilayer Perceptron). Le

perceptron

multicouche
En fait, ce mod�ele est capable d'approcher, d'aussi pr�es que n�ecessaire, n'importe

quelle fonction continue ainsi que ses d�eriv�ees [HSW89]. Les r�eseaux MLP sont uti-

lis�es dans la majorit�e des applications connexionnistes.

Il existe de nombreuses fa�cons d'interconnecter des cellules. La capacit�e d'un r�eseau Architecture

des r�eseaux

de neurones
de neurones �a r�esoudre un probl�eme d�epend de la taille et de l'architecture du r�eseau.

Cette th�ese fait r�ef�erence aux trois grandes familles de r�eseaux de neurones, aussi

nous d�etaillons chacune d'entre elle dans les prochaines sections : (i) les r�eseaux �a

couches ; (ii) les r�eseaux �a connexions lat�erales ; (iii) et les r�eseaux r�ecurrents.
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Le (( r�eseau �a couches )) est l'architecture la plus utilis�ee, un tel r�eseau peut être d�e�niLes r�eseaux

�a couches comme un graphe acyclique de cellules. Les arcs du graphe, c'est-�a-dire les connexions

du r�eseau, �etant orient�es, on peut d�e�nir une ou plusieurs (( cellules d'entr�ee )), ainsi

qu'une ou plusieurs (( cellules de sortie )). Le nombre maximal de cellules entre

l'entr�ee et la sortie d�e�nit le nombre de couches du r�eseau (chemin le plus long).

Cette architecture est g�en�eralement anim�ee d'une politique de propagation de l'in
ux

baptis�ee (( feedforward )) (traduisible par (( alimenter et faire suivre ))) :

{ la forme �a apprendre ou �a reconnâ�tre est pr�esent�ee au r�eseau, les cellules de

la premi�ere couche sont (( forc�ees )) (les biologistes disent (( clamp�ees ))) a�n de

pouvoir repr�esenter la forme (�eventuellement par un codage) ;

{ on consid�ere les couches successives, les unes apr�es les autres, en activant leurs

cellules ; l'in
ux se propage de couche en couche.

{ la r�eponse du r�eseau peut être lue sur la derni�ere couche.

Le perceptron multicouche est exemple tr�es utilis�e de r�eseau de neurones �a archi-Exemple

tecture feedforward �a couches. En�n, bien que ce ne soit pas le cas le plus fr�equent,

notons qu'un r�eseau feedforward �a couches peut poss�eder des (( connexions pont�ees ))

trac�ees en pointill�es sur la �gure A.5.

Fig. A.5 { Exemple de r�eseau feedforward �a couches

Une architecture proche du r�eseau feedforward �a couches est le (( r�eseau �a connexionsLes r�eseaux

�a connexions

lat�erales
lat�erales )). En e�et, le fonctionnement est identique, mais l'activation d'une cellule

est suivie d'une deuxi�eme activation par un in
ux venant des cellules de la même

couche (�a partir des nouvelles valeurs). C'est le r�esultat de cette deuxi�eme activa-

tion qui est envoy�e vers une �eventuelle couche suivante. En g�en�eral, le nombre de

couches de ce type de r�eseau de neurones est faible. De plus, les connexions lat�erales

n'interviennent pas forc�ement sur toutes les couches.

Nous verrons bientôt un tel mod�ele : les (( cartes de Kohonen )). Nous rencontreronsExemple

�egalement ce type de r�eseau pour le pr�etraitement d'une application de reconnais-

sance de dessins au trait (notamment des chi�res manuscrits).

La troisi�eme et derni�ere architecture est celle des (( r�eseaux r�ecurrents )). Le grapheLes r�eseaux

r�ecurrents qui repr�esente ce type de r�eseaux comporte une ou plusieurs boucles. Cette architec-

ture peut être totalement ou partiellement interconnect�ee. Les connexions peuvent
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être orient�ees, lorsque deux cellules sont mutuellement connect�ees (c'est-�a-dire dans

les deux sens), on ne repr�esente souvent qu'une seule connexion dite (( bidirection-

nelle )). La politique de propagation de l'in
ux donne �a ces r�eseaux le nom anglais

de (( feedback neural networks )) :

{ la forme �a apprendre ou �a reconnâ�tre est pr�esent�ee au r�eseau, certaines cellules

(�eventuellement toutes) sont forc�ees ;

{ les cellules s'activent, formant une (( con�guration d'�etats d'activation )) ;

{ la r�eponse du r�eseau est donn�ee par une con�guration d'�etats (lue sur certaines

cellules, �eventuellement toutes).

La �gure A.6 pr�esente un exemple de r�eseau r�ecurrent totalement interconnect�e Exemple

pourvu de connexions bidirectionnelles et sym�etriques, introduit par Hop�eld [Hop82]

pour r�ealiser une m�emoire adressable par le contenu, aussi appel�ee m�emoire asso-

ciative [Has93]. Nous retrouverons les r�eseaux r�ecurrents au dernier chapitre de la

th�ese, en �etudiant la m�emoire humaine (section 7.3.2).

Fig. A.6 { Exemple d'architecture pour un r�eseau r�ecurrent

Dans un r�eseau feedforward �a couches, l'ordre d'activation des cellules d'une même Activation

des cellulescouche n'in
ue pas sur les sorties des cellules puisque la couche pr�ec�edente (c'est-�a-

dire l'entr�ee) est d�ej�a activ�ee. De même, dans l'�eventualit�e de connexions lat�erales,

la deuxi�eme activation (connexions lat�erales) prend comme entr�ee le r�esultat de

la premi�ere activation (couche pr�ec�edente). A contrario, dans un r�eseau r�ecurrent,

l'ordre dans lequel les cellules s'activent in
ue sur l'�evolution �a terme de la con�-

guration des �etats d'activation. On peut par exemple d�ecider d'activer toutes les

cellules simultan�ement en se basant exclusivement sur la con�guration pr�ec�edente,

on parle d'activation (( synchrone )). Mais on peut aussi activer les cellules les unes

apr�es les autres, en fonction de l'�etat pr�esent de leurs voisines, l'ordre dans lequel

on consid�ere les cellules pouvant être �x�e ou al�eatoire.

La r�eponse d'un r�eseau r�ecurrent est moins facile �a d�e�nir que dans le cas des deux

familles d'architectures pr�ec�edentes. Selon la mani�ere d'activer les cellules, et selon

la forme pr�esent�ee, le r�eseau r�ecurrent peut par exemple converger vers une con�gu-

ration stable des �etats d'activation en un nombre �ni de propagations de l'in
ux. Le
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r�eseau peut �egalement se stabiliser sur un cycle constitu�e de plusieurs �etats d'acti-

vation (le nombre d'�etats d�e�nit l'ordre du cycle). En�n, le comportement du r�eseau

peut être chaotique.

Le choix d'une architecture est, dans une certaine mesure, d�etermin�e par l'applica-Dimension-

nement du

r�eseau
tion. Cependant, il n'existe encore que peu de moyens de d�eterminer la taille qu'un

r�eseau doit avoir, c'est-�a-dire le nombre de cellules et le cas �ech�eant leur r�epartition

dans les di��erentes couches. Un long processus empirique est alors n�ecessaire pour

dimensionner le r�eseau. Une solution e�cace est de donner la mâ�trise du dimension-

nement du r�eseau �a l'algorithme d'apprentissage. Cette strat�egie est retenue pour le

mod�ele mis en �uvre dans cette th�ese et est d�etaill�ee dans le chapitre 1.

A.4 La n�ecessit�e d'un apprentissage

Nous avons pr�esent�e les di��erentes architectures existantes. Mais le fait qu'une ar-

chitecture soit potentiellement capable de r�esoudre un probl�eme n'est pas su�sant.

Il faut d�eterminer une con�guration de poids adapt�ee au probl�eme, c'est le rôle du

processus d'apprentissage.

Apprentissage

du

perceptron

L'interpr�etation graphique du perceptron facilite la compr�ehension des algorithmes

d'apprentissage qui lui sont d�edi�es [Ros58, WH60]. L'objectif est de faire passer les

exemples �a apprendre du bon côt�e de l'hyperplan discriminant du perceptron en le

d�epla�cant, c'est-�a-dire en modi�ant les poids wi du r�eseau.

Mais d�eplacer un hyperplan n�ecessite de connâ�tre une nouvelle position (( d�esir�ee )).Sortie

d�esir�ee du

perceptron

multicouche

Dans le cas du perceptron, en apprentissage supervis�e, l'exemple est accompagn�e

d'une �etiquette. On apporte une correction en comparant la (( sortie d�esir�ee )) avec

la sortie obtenue.

Le probl�eme se complique pour des perceptrons en cascade (c'est-�a-dire les r�eseaux

MLP) car on ne connâ�t pas la sortie d�esir�ee d'une sortie non terminale. Ce pro-

bl�eme est parfois nomm�e credit assignement problem, il a �et�e relev�e par Minsky

et Papert [MP69] et est rest�e ouvert pendant pr�es de 20 ans. L'algorithme d'ap-Algorithme

de la r�etro-

propagation

du gradient

prentissage mis au point pour le perceptron multicouche d�etermine (( l'erreur )) du

r�eseau en comparant sorties d�esir�ees et sorties obtenues. L'erreur est ensuite pro-

pag�ee (ou (( r�etropropag�ee ))) de la derni�ere �a la premi�ere couche pour modi�er les

poids [RHW86]. Cet algorithme puissant, dit de (( r�etropropagation du gradient )),

est rendu possible par l'utilisation d'une fonction d'activation d�erivable, par exemple

une fonction sigmo��de (�gure A.7) :

f(a) =
1

(1 + e�a)
(A.3)
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Fig. A.7 { La fonction sigmo��de (�equation A.3)

Bien que cette th�ese ne s'int�eresse pas directement au perceptron multicouche, nous Exemple

rencontrons ce mod�ele tr�es utilis�e sur un probl�eme de classi�cation (section 1.3.3).

En e�et, le perceptron multicouche sort gagnant d'un test d'�evaluation de diverses

m�ethodes de classi�cation, num�eriques ou symboliques.

A.5 Notion de prototype

Le classi�eur incr�emental utilis�e dans cette th�ese met en �uvre un type particulier

de cellules : des (( prototypes )). Un prototype est une cellule dont les connexions

entrantes, pond�er�ees par des r�eels (�gure A.8), stockent un exemple repr�esentatif

d'une classe C. La fonction d'activation d'un prototype �evalue la ressemblance entre

un exemple en entr�ee X = (x1x2 : : :xn) et le prototype Pi = (w1iw2i : : :wni). Le

choix de la mesure utilis�ee est intimement li�e �a la nature de l'espace d'entr�ee.

iP

x1

x2

x3

xn

...

C

w1i

2iw

w3i

ni

...

w

Fig. A.8 { Un prototype et la classe qui lui est associ�ee

Hypersph�eres

contre

hyperplans

Le comportement d'un prototype est tr�es di��erent de ce que nous avons �etudi�e dans

le cas du perceptron : un prototype s'active si l'entr�ee lui ressemble (c'est-�a-dire si

l'exemple est dans la zone d'in
uence d�e�nie par ses poids) ; alors que l'activation

du perceptron d�epend de la position de l'entr�ee par rapport �a l'hyperplan d�e�ni par

ses poids.
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Consid�erons un probl�eme en deux dimensions pour visualiser facilement la di��erenceExemple du

OU exclusif entre l'utilisation d'hyperplans (c'est-�a-dire de droites) et d'hypersph�eres (c'est-�a-

dire de disques). Prenons par exemple la repr�esentation du OU exclusif :

{ la �gure A.9 apporte une solution en utilisant deux droites discriminantes,

grâce �a deux perceptrons, la couche suivante (multicouche) permet de discri-

miner entre la r�egion des 1 (les , zone gris�ee) et celle des 0 ( ) ;

{ la �gure A.10 utilise quatre disques, grâce �a quatre prototypes, pour recouvrir

tous les (( exemples )) ; les disques gris�es repr�esentent les 1 ( ).

x

x1

2

1

10

Fig. A.9 { Hyperplans s�eparateurs

x2

1

10 1x

Fig. A.10 { Hypersph�eres d'in
uence

A.6 Apprentissage par comp�etition

Un r�eseau �a base de prototypes peut utiliser un algorithme (( d'apprentissage par

comp�etition )). La notion de comp�etition vient de la concurrence r�egnant entre les

prototypes. Parmi les repr�esentants les plus connus de cette classe d'algorithmes,

citons : les cartes de Kohonen [Koh82, Koh84] et son apprentissage LVQ [Koh90b] ;

le Neocognitron de Fukushima [Fuk80, Fuk95] ; ainsi que le mod�ele ART [CG87,

CG88] et le Fuzzy-ART [CGR91] de Carpenter et Grossberg. Les sections suivantes

introduisent les deux mod�eles de Kohonen (les plus utilis�es).

A.6.1 Les cartes de Kohonen

Les cartes auto-organisatrices de Kohonen (ou SOM pour Self Organizing Map) [Koh82,

Koh84, Koh90b, Koh93] sont des r�eseaux �a connexions lat�erales compos�es de deux

couches.

{ La couche d'entr�ee est activ�ee par un exemple �a apprendre ou �a reconnâ�tre.

L'exemple est mod�elis�e par un vecteur d'entr�eeX qui le caract�erise. Le nombre
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de cellules qui composent la couche d'entr�ee correspond �a la dimension de

l'espace d'entr�ee. Ainsi, si X 2 IRn, la premi�ere couche contient n cellules.

{ La deuxi�eme couche stocke la (( mani�ere de reconnâ�tre )) la forme en en-

tr�ee grâce �a des cellules prototypes (totalement connect�ees avec la premi�ere

couche) organis�ees en une carte (g�en�eralement �a deux dimensions) et pourvues

de connexions lat�erales. La taille de la deuxi�eme couche est un param�etre du

mod�ele.

L'apprentissage est non supervis�e, l'algorithme cherche le prototype Pmeilleur , c'est-

�a-dire le plus proche de l'entr�ee (au sens de la mesure choisie pour le probl�eme). Le

prototype Pmeilleur est approch�e de l'entr�ee, mais les prototypes dans son voisinage

sont �egalement approch�es. Les autres prototypes de la carte restent inchang�es. Selon

l'algorithme impl�ement�e, l'amplitude de la modi�cation d'un voisin peut diminuer

avec son �eloignement de Pmeilleur . L'�etendue du voisinage diminue au fur et �a mesure

de l'apprentissage. Ainsi, les prototypes repr�esentant des formes proches, au sens de

la mesure, seront proches sur la carte (au sens des voisins).

Une fois l'apprentissage termin�e, on peut �etiqueter les prototypes si on souhaite les

associer �a des classes. Les prototypes d'une même classe sont g�en�eralement voisins

sur la carte.

A.6.2 Apprentissage LVQ

La m�ethode LVQ, pour Learning Vector Quantization a �et�e introduite par Kohonen

en 1988 [Koh88]. Deux variantes signi�catives de cette m�ethode ont �et�e pr�esent�ees

depuis : LVQ 2.1 [Koh90a, Koh90c] et LVQ 3 [Koh90b]. L'architecture du r�eseau est

similaire �a celle de la carte de Kohonen, sans connexions lat�erales pour les cellules

de la deuxi�eme couche.

La m�ethode originelle rapproche le prototype le plus activ�e (Pmeilleur) de l'entr�ee s'il

est de la bonne classe (apprentissage supervis�e), et le repousse dans le cas contraire.

Les autres prototypes (c'est-�a-dire les perdants) restent inchang�es. Ainsi, certains

prototypes deviennent les repr�esentants des classes.

Les modi�cations sont pond�er�ees par un param�etre de gain not�e � (� < 1) qui di-

minue lentement au cours de l'apprentissage :

pour i tel que Pi = Pmeilleur :

Si C(Pi) = E alors 8j wji  wji + �(xj � wji)

sinon 8j wji  wji � �(xj � wji)

o�u E est l'�etiquette de la forme X = (x1x2 : : :xn) en entr�ee, et C(Pi) est la classe

du prototype Pi.
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